
1．ボールを投げる，打つ，蹴る

野球，サッカー，バスケットボール，バレーボー
ル，卓球，テニスなど，ボールを投げたり，蹴った
り，打ったりすることは皆さんにとって馴染みが深
いことだと思います．ここでは，ボールの運動を数
学的な側面から追ってみたいと思います．なお，こ
の文章は，高校数学のベクトルと微分を習得してい
る生徒・学生が読むことを念頭において記述してい
ます．これらを習得していない人には難しいかもし
れませんが，雰囲気だけでも感じていただけると幸
いです．

1.1 Newton の運動方程式と微分方程式
物体の運動を考えるとき，全ての質量が物体の質
量中心に集まっていると考え，点の運動として考え
ることがあります．この点のことを質点といいま
す．ここでは，ボールの運動を考えますが，ボール
の大きさを無視して，質点の運動を考えます．ここ
で説明することは，Newton の運動方程式を基本と
します．質点の質量を�，質点の加速度を�，質点
にかかる力を�とすると，Newton の運動方程式
は，

���� （1）

と記述されます．ここで，加速度�と力�は太字
で書かれています．質量は何グラム，何キログラム
というように，数値だけの量ですが，例えば力は，
どの方向にどのくらいの力がかかっているのか，方
向も大事な要素です．つまり，�や�はベクトル
です．高校では，��, ��など，矢印を使ってベクト
ルを表現します．しかし，大学数学では太字を使う
ことが多いので，ここでは太字を使います（矢印を
使わないきちんとした理由はあります）．物体の位
置や速度なども同様にベクトル量です．3次元空間
内の質点の位置を���������で記述します．今
は，質点の運動を考えていますので，�は時間と共
に動きます．時刻を �で表すと，位置 �は���������������������のように，時刻�を変数とす
る関数です．この，位置�を使って質点の速度�
や加速度�を表現することができます．速度を位
置で表すためには，小学生の時に学んだ

速さ＝
道のり
時間

（2）

が基本です．小学生の頃は一定の速さ，道のり（方
向は関係ない）を考えましたが，実際は，どの向き
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にどの速さで（＝速度），どの方向にどのくらいの
距離を移動するかが大事で，更に，これらは時々
刻々と変化します．ある時刻�のときに位置����
にあった質点は，短い時間��がたったとき位置�������に移動します．これを（2）の右辺に当て
はめると ��������������
が得られます．短い時間��をどんどん小さくして
いったときの極限����を考えると，時刻�にお
ける質点の速度�が得られます．したがって，������������
が得られます．ベクトル値関数の導関数は高校では
習いませんが，成分ごとの導関数を並べたもので
す．つまり ����� ��������������� �
です．このように，速度は単位時間当たりの位置の
変化率です．加速度は，単位時間当たりの速度の変
化率ですので，����������������������
のように，位置の 2階導関数で表されます．これ
を，Newton の運動方程式（1）に代入すると，以下
を得ます． ��������� （3）

このような，微分を含む方程式を微分方程式といい
ます．現象に合わせて，�を適切に設定して，微
分方程式を解けば物体の運動を理解することができ
ます．

1.2 斜め投げ上げ
では，時刻���に質点を位
置�������から右図のように
速さ��，仰角�で投げる（打
つ，蹴る）場合を考えてみまし
ょう．ここでは，質点は�方向
には動かないものとして，�方
向の動きは考えません．鉛直上向きを�軸正の向
き，水平右方向を�軸正の向きとします．質点に
は重力のみの力がかかっているものとします．重力
は�軸の下向きにかかっており，�方向には影響を
与えません．重力加速度を�として，この状況を
（3）に当てはめると，��������������������
を得ます．時刻���における状況もまとめて書く
と， ����������������������������������������������������������	�

���������������������������������
（4）

が得られます．下方 4式を初期条件といいます．こ
の（連立）微分方程式を解けば，質点の運動が分か
ります．実際にこの方程式は解くことができて，解
は ������������������������	����
�������
で与えられます．実際に，これらの関数が（4）の
すべての方程式と条件を満たしていることを確かめ

図 1 初期の速さ
と投射角
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てみてください．この解から�を消去して�と�
の関係式を求めると，質点が運動して通る軌跡が分
かります．図 2は数値計算結果を�-�平面に描画し
たものです．パラメーターを���, ���,�����として�を色々と変えて計算しています．
実線は質点の軌跡を，○▽×などは，ある時間間隔
毎の質点の位置を表しています．○や▽の間隔が広
いところでは質点が速く動いており，間隔が狭いと
ころでは速さが遅いことを示しています．物体にか
かる力が重力のみの場合には，その物体は放物運動
を行うことが見て取れます．この場合は，同じ初速
であれば，仰角 45°で投げ上げると最も飛距離が長
くなることが分かります．

1.3 ＋速度に比例する抵抗
実際にボールを投げる場合には，仰角 45°で投げ
るよりも，もっと低く投げる方が遠くまで投げられ
ることを経験している人は多いと思います．それ
は，空気抵抗など，重力以外の要因が関係している
からです．ここでは，速度に比例する抵抗がある場
合を考えましょう．抵抗は質点が動く向きと逆向き
に働きます．抵抗の係数を�とすると，質点の運
動は次の方程式により記述されます．�������� �����������������������

��������� （5）

この方程式を，（4）と同じ初期条件の下で考えま
す．これも，実際に解を求めることができます．パ
ラメーターを���, ���, ���, �����とし

て�をいろいろと変えて数値計算を行い，結果を図
3に描いています．
この場合は，仰角 15°程度で投げるのが一番遠く
まで投げられそうです．

1.4 ＋速度の 2乗に比例する抵抗
実は，物体の速さが遅い場合には粘性抵抗と呼ば
れる速度の 1乗に比例する抵抗が優位に働き，物体
の速さが速い場合には慣性抵抗と呼ばれる速度の 2

乗に比例する抵抗が優位に働きます．慣性抵抗は物
体の重さや形状に大きく依存します．スカイダイビ
ングをするときに，パラシュートを開く前と後では
大きく落下スピードが変わることが容易に想像でき
ます．パラシュートを開いた状態では大きな慣性抵
抗がかかります．
さて，ここで少し横道にそれさせてください．数
学者にとって，定義は最も大事なものです．定義さ
れていないものや変な言葉遣いは大変気になりま
す．上に「速度の 2乗」という言葉があります．速
度�はベクトルです．ベクトルの 2乗とは何でし
ょうか．内積���のことかなと思う人もいるかも
しれません．しかし，内積は「速さの 2乗」です
（��������）．ベクトルの 2乗��は普通は考えら
れません．ですので，「速度の 2乗」という言葉は
変な言葉なのです．ここでは，大きさが速度の絶対
値（速さ）の 2乗であり，向きは速度の向きである
ベクトルのことを，便宜的に「速度の 2乗」と呼ぶ
ことにしています．式で書くと，����のことです．
本題に戻ります．質点に重力，速度の 1乗，2乗
に比例する抵抗がかかっている場合の微分方程式
は，次のものです．

図 2 （4）の数値解 図 3 （5）の数値解
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���������������� ����� ��� ����� ������ ����������������������� ����� ��� ����� ������ ����
������������������������	 （6）

ここで，�は比例定数です．微分方程式（4）や
（5）は線形であり，解を求めることは容易なのです
が，（6）は非線形方程式であり，解を求めることは
そう簡単ではありません．（線形，非線形という言
葉については周りの先生に聞いてください．）
パラメーターを���, ���, ���, ���,�����として�をいろいろと変えて数値計算を行
い，結果を図 4に描いています．この場合は，仰角
25°程度で投げるのが一番遠くまで投げられそうで
す．

1.5 現実的なパラメーター設定
図 2～図 4では，0や 1などの適当な数値をパラ

メーターに用いて計算を行いました．実際にボール
を投げたときの軌跡とは違うと感じたかもしれませ
ん．それは現実に即したパラメーターを設定してい
ないためです．微分方程式はただの数学的な式では
なく，実際の値を用いて，現実の状況を考えること
ができます．実際の値を用いる場合には，「単位」
がそろっている必要があります．例えば，長さの単
位にはキロメートル，メートル，マイル，インチな
どいろいろあります．1キロメートル＝1000メート
ル≒0.62マイル≒39370インチです．数値は違いま

すが，これらは同じ長さを表しています．これらは
互いに換算可能なのでどれを用いても良いのです
が，計算の際には一つに揃える必要があります．重
さや時間に関しても同様です．
重力加速度を�����（m/s2），ボールの重さを������（kg），空気抵抗の係数を���（kg/s），�������（kg/m）とします．そうすると，野球の

硬式ボールを打つ（または投げる）ことを微分方程
式を用いて考えることができます．打球時の初速と
仰角をいくつか変えて数値計算した結果を図 5に描
いています．縦軸と横軸の目盛の数値は打った場所
からの距離（メートル）を表しています．打球時の
現実的な軌道に近いのではないでしょうか．

1.6 ＋回転
上の状況では，本塁打を打つ（飛距離が 120 m

を超える）ためには打球時の速さが 185 km/h 程あ
る必要があります．しかし，実際には初速が 180

km/h より遅くても本塁打になることがあります．
また，185 km/h の球速でボールを投げられる人は
いませんが，外野の奥からホームまで返球できる野
球選手はいます．これらのことには，ボールの回転
が関わっています．ボールにバックスピンをかけて
投げれば，ボールはよく飛びます．伸びるボールや
落ちるボールといった表現がありますが，これらも
回転によるものです．

図 4 （6）の数値解 図 5 現実的なパラメーターを用いた場合の
（6）の数値解

（ⅰ）初速 185 km/h，仰角 35°
（ⅱ）初速 185 km/h，仰角 60°
（ⅲ）初速 140 km/h，仰角 35°
（ⅳ）初速 140 km/h，仰角 60°

― １２ ―



回転しながら運動する物体にはその進行方向に対
して垂直の力が働きます．このことは Magnus 効果
と呼ばれます．回転ベクトルを���������としま
す．ここで，�は角速度を表します．物体が速度���������で動いているとします．このとき，
Magnus 効果によって生じる力は，比例定数を�と
して， �������������������
で記述されます．ここで，×は外積を意味する記号
です．この効果を考慮した微分方程式は次で与えら
れます．

パラメーターを���, ���, ���, ���,���, �����, ��30°として�をいろいろと変
えて数値計算を行い，結果を図 6に描いています．
角速度が大きいと不思議な振る舞いのように思う人
もいるかもしれません．子供のころに，ピンポン玉
や紙の筒を回転させて遊んだことがある人はなるほ
どと思うと思います．Magnus effect，マグナス効
果，マグヌス効果などのキーワードで検索すると，
実際にこのような現象を見ることができます．
図 7は現実的なパラメーターを用いた場合の数値
計算結果です．ここでは，�����（m / s2），������（kg），���（kg/s），�������（kg/m），��������と設定しています．回転数は 1秒間に何

回転するかを表しています．プロ野球選手は�����
前後でボールを投げられるそうです．図 7（i），
（ii）を見てみると，130 km/h の投球でも，うまく
回転をかければ 120 m の遠投が可能であることが
見て取れます．（iii），（iv）を比べてみると，同じ
初速度のフライでも回転のかかり方次第で異なる軌
道を描くことも分かります．

1.7 より詳しい考察
これまでに質点の投射について，�-	平面上での
・質点の放物運動，
・＋ 粘性抵抗がある場合，
・＋ 慣性抵抗がある場合，
・＋ 回転による効果がある場合

を考えてきました．かなり現実に近いボールの軌跡
が見えたと思います．しかし，実際にボールが飛ぶ
のは 3次元の空間ですし，ボールの形状による影響
や風の影響もあります．野球におけるナックルボー
ル，サッカーにおける無回転シュートは，ボールが
「回転しない」ことによって起こる，予測ができな
い挙動です．野球ボールは縫い目があることによっ
てよく曲がります．ゴルフボールはディンプル（表
面にあるたくさんのへこみ）があることによって，
よく飛びます．これらのことを考慮し，現象をより

�
	�
�	� ���
	
��
		
�	� ���
�
�
��������� （7）

図 7 現実的なパラメーターを用いた場合の
（7）の数値解

（ⅰ）初速 130 km/h，仰角 10°，回転数�����
（ⅱ）初速 130 km/h，仰角 6°，回転数�����
（ⅲ）初速 185 km/h，仰角 60°，回転数�����
（ⅳ）初速 185 km/h，仰角 60°，回転数������図 6 （7）の数値解

［（6）の右辺］

［（6）の右辺］
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詳細に調べるためには，空気の流れを捉える必要が
あります．
空気の流れを捉えるためには，流体の運動方程式
である，次の Navier-Stokes 方程式と呼ばれる方程
式を考えることになります．���������������������������� （8）

ここでは敢えて記号や式の意味は伝えないことにし
ます．これで本当に空気の複雑な流れが捉えられる
のかと疑問に思うようなシンプルな形に見えます．
図 8は，適切な初期条件，境界条件を設定して，
（8）に対する数値計算を行った結果です．流線と呼
ばれるものを可視化しています．これは，静止して
いる空気の中を，ボールがまっすぐに飛んでいく状
況をシミュレーションしたものです．ボールの後方
には様々な向きの渦が見られ，かなり複雑な流れで
あることが分かると思います．

1.8 勉強はすればするほど楽しい
ボールを投げるということを題材に，数学的な取
り扱いや微分方程式を紹介しました．高校物理や高
校数学の知識だけでは，式（4）とその解について
考察するのがやっとです．空気抵抗や Magnus 効果
のことを知り，微分方程式の構成の仕方や解析の仕
方を知ると，より詳しい解析が可能になります．プ
ログラミングを学び，数値計算ができるようになる

と，解の振る舞いを視覚的に見ることができるよう
になります．偏微分やベクトル解析と呼ばれるもの
を学習すると，更に世界は広がります．図 8のよう
なシミュレーションが可能となり，解明されていな
い現象を解明することやモノづくりに生かすことが
可能になります．
人は自身の知識や思考力を越えて物事を理解する
ことはできません．しかし，知識は身に付けること
ができますし，思考力は鍛えることができます．勉
強をすればするほど，できることや興味が増え，ど
んどん面白く，どんどん楽しくなります．ここで紹
介したことは，高校で学ぶ微分や積分の先にあるも
のです．微分積分を学ぶと，その先には楽しい世界
が待っています．

2．私の研究

申し遅れましたが，2019年 4月に数理情報学科
に着任しました，村川秀樹です．この記事は，自己
紹介を兼ねているようです．私は，自然現象，社会
現象，理工医などの諸科学における問題等，様々な
現象の理解のために応用数学の立場から研究を行っ
ています．数理モデリング，数値計算，解析，数値
解析，現実問題の解明に向けた応用などを行ってい
ます．実は，第 1節で紹介した「ボールを投げる」
という題材は研究していません．皆さんにとって，
身近で分かりやすいであろうと思い選んだ題材で
す．私は，もっと「面白い」（≒難しい）ことを研
究しています．これまでに，氷の融解1），結晶成
長，地下水の流れ1），生態系2），化学反応3），核廃棄

図 8 ボールの周りの空気の流れと，ボール後方の複雑な流れ
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物埋設処理3），分子配列4），細胞集団5）6），細胞選
別6），上皮細胞6），神経細胞6）7）8）などについて数学
的視点からの研究を行ってきました．この世の中に
は，分からないことがたくさんあります．特に，生
物学や医学では分からないことだらけです．そうし
た分からないことを，数学を用いることによって解
明できる場合があります．実際の現象や問題の解明
に貢献できた時は，ものすごく気分が高揚します．
内容については控えますが，これまでの研究で行
ってきたいくつかの数値シミュレーションを図 9に
載せます．面白そうだなと感じていただければ幸い
です．
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図 9 様々な現象に対する数値シミュレーション
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